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1. a) Die Funktion f ist stetig, denn sie besteht aus der Differenz, der Komposition mit dem Betrag
(die Betragsfunktion ist ebenfalls stetig) und dem Produkt von stetigen Koordinatenprojek-
tionen.

b) Die Funktion f ist nicht stetig in (0, 0), denn es ist
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Die Funktion g ist nicht stetig in (0, 0), denn es ist
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2. Seien
D1 := {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = 1, y ≥ 0} ⊂ ∂D ⊂ D (obere Kreislinie)

und
D2 := {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = 1, y ≤ 0} ⊂ ∂D ⊂ D (untere Kreislinie).

Wir parametrisieren D1 durch

φ1 : [0, π] −→ R2, φ1(t) = (cos t, sin t),

und betrachten die Funktion

h : [0, π] −→ R, h(t) = f(φ1(t)).

Da φ1 und f stetig, ist h stetig, und es gilt h(0) = f(1, 0) = 1 > 0 sowie h(π) = f(−1, 0) = −1 < 0.
Nach dem Nullstellensatz gibt es also ein t1 ∈]0, π[ mit h(t1) = f(φ1(t1)) = 0. Der Punkt c1 :=
φ1(t1) mit f(c1) = 0 liegt wegen t1 ∈]0, π[ auf D1\D2.

Wir parametrisieren nun D2 durch

φ2 : [0, π] −→ R2, φ1(t) = (cos(−t), sin(−t)),



und betrachten die Funktion

h : [0, π] −→ R, h(t) = f(φ2(t)).

Da φ2 und f stetig, ist h stetig, und es gilt h(0) = f(1, 0) = 1 > 0 sowie h(π) = f(−1, 0) = −1 < 0.
Nach dem Nullstellensatz gibt es also ein t2 ∈]0, π[ mit h(t2) = f(φ2(t2)) = 0. Der Punkt
c2 := φ2(t2) mit f(c2) = 0 liegt wegen t2 ∈]0, π[ auf D2\D1.

Also hat f auf ∂D (mindestens) zwei Nullstellen.

Bemerkung: Etwas kürzer geht es mit Satz 10.9 bzw. (10.9) der Vorlesung Diff II (vom SS 19):
Es ist D1 zusammenhängend und die Einschränkung f1 := f |D1 von f auf D1 stetig (weil f stetig)
mit f1(1, 0) = f(1, 0) > 0 und f1(−1, 0) = f(−1, 0) < 0. Also gibt es nach (10.9) ein c1 ∈ D1 mit

f1(c1) = f(c1) = 0.

Weil f(1, 0) ̸= 0 und f(−1, 0) ̸= 0, ist c1 ∈ D1\D2.

Es ist D2 zusammenhängend und die Einschränkung f2 := f |D2 von f auf D2 stetig (weil f stetig)
mit f2(1, 0) = f(1, 0) > 0 und f2(−1, 0) = f(−1, 0) < 0. Also gibt es nach (10.9) ein c2 ∈ D2 mit

f2(c2) = f(c2) = 0.

Weil f(1, 0) ̸= 0 und f(−1, 0) ̸= 0, ist c2 ∈ D2\D1.

Also hat f auf ∂D (mindestens) zwei Nullstellen.

3. a) Skizze von D:
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b) D ist beschränkt und abgeschlossen, also kompakt, und f ist stetig, also nimmt f nach dem
Satz von Weierstraß f (auf D) Maximum und Minimum an.

Wir suchen nun inD1 undD2 die Kandidaten für globale Extremstellen von f , und vergleichen
anschließend die Funktionswerte der Kandidaten in einer Wertetabelle.

• zu f auf D1:
Wir parametrisieren die untere Seite D1 durch

φ : [−1, 1] −→ R2, φ(t) = (t, 0).

Die Funktionswerte von f auf D1 sind dann gegeben durch

h(t) := f(φ(t)) = f(t, 0) = t · (0 + 1) = t, t ∈ [−1, 1].



Die einzigen Kandidaten für Extremstellen von h auf [−1, 1] sind also t = −1, 1.
=⇒ Die einzigen Kandidaten für Extremstellen von f auf D1 sind also
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, (1, 0)︸ ︷︷ ︸
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.

• zu f auf D2:
Wir parametrisieren den Halbkreisbogen D2 durch

φ : [0, π] −→ R2, φ(t) = (cos t, sin t).

Die Funktionswerte von f auf D2 sind dann gegeben durch

h(t) := f(φ(t)) = f(cos t, sin t) = cos t · (sin t+ 1) = cos t · sin t+ cos t, t ∈ [0, π].

h ist differenzierbar mit

h′(t) = − sin2 t+ cos2 t− sin t
cos2 t=1−sin2 t

= −2 sin2 t+ 1− sin t = −2u2 − u+ 1,

mit u := sin t. Es ist
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Die einzigen Kandidaten für Extremstellen von h sind also t = 0, π
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• Wir vergleichen f(x, y) für die Kandidaten:

Mit Hilfe der Wertetabelle
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4. Wir zerlegen, wie im Beipiel aus der Vorlesung, D in Kurven

Xc := {(x, y) ∈ D| x+ y = c}, c ≥ 0,

bestimmen das Maximum von f auf Xc und bilden dann das Supremum (Maximum) der Kurven-
maxima.



Sei nun c > 0. Wir parametrisieren Xc für c > 0 durch

φ : [0, c] −→ R2, φ(t) = (t, c− t).

Die Funktionswerte von f auf Xc sind dann gegeben durch

h(t) := f(φ(t)) = f(t, c− t) = e−c · (t(c− t) + t+ c− t+ 1) = e−c · (−t2 + tc+ c+ 1), t ∈ [0, c].

h ist differenzierbar mit

h′(t) = e−c · (−2t+ c) = 0 ⇐⇒ t =
c
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.

Die einzigen Kandidaten für Extremstellen von h auf [0, c] sind also t = 0, c
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=⇒ Die einzigen Kandidaten für Extremstellen von f auf Xc sind also
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Aus der folgenden Tabelle
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c
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f(x, y) e−c(c+ 1) e−c( c
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erkennt man, daß f auf Xc (nur) im Punkt ( c2 ,
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Wir betrachten nun also die Funktion

M : [0,∞[ −→ R, M(c) = e−c
(c2
4

+ c+ 1
)
.

Diese Funktion beschreibt das Maximum von f auf Xc; für c = 0 ist X0 = {(0, 0)} und M(0) =
f(0, 0).
M ist differenzierbar und wegen
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streng monoton fallend, nimmt also (nur) in c = 0 den Maximalwert M(0) = 1 an. Damit nimmt
f auf D (nur) im Punkt (0, 0) den Maximalwert f(0, 0) = 1 an, f hat also ein globales Maximum
(was nicht selbstverständlich ist, da D nicht kompakt ist), angenommen im Punkt (0, 0).

f hat jedoch kein globales Minimum, denn es ist

f(x, y) = e−(x+y)︸ ︷︷ ︸
>0

· (xy + x+ y + 1)︸ ︷︷ ︸
≥1

> 0 für alle (x, y) ∈ D

und es gilt (wir schauen uns die Funktionswerte auf der x-Achse für x → ∞ an:)
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Die folgende Skizze zeigt den Graphen der Funktion f :




