MATHEMATISCHES INSTITUT WS 2019/20
DER UNIVERSITAT MUNCHEN Blatt 1
A. Ribelles, D. Rost 21.10.2019

Tutorium zur Vorlesung
~Mathematik im Querschnitt*

-Bearbeitungsvorschlag-

1. a) Die Funktion f ist stetig, denn sie besteht aus der Differenz, der Komposition mit dem Betrag
(die Betragsfunktion ist ebenfalls stetig) und dem Produkt von stetigen Koordinatenprojek-
tionen.

b) Die Funktion f ist nicht stetig in (0,0), denn es ist

(Tr, yr) = (%%) = (0,0),

aber - L X
f(xk’yk):f<k’k):(i)erk(}c)?: — 1#£0= £(0,0).

(%)2 + 1 k—oo

Die Funktion g ist nicht stetig in (0,0), denn es ist

1 1
(i) = (:73) = (0.0),
aber L (%)2]%2 (%)4 .
2. Seien

Dy :={(z,y) € R? \:1:2 +yi=1y> 0} COD C D (obere Kreislinie)

und
Dy = {(z,y) eR*|2* +4y* =1,y <0} COD C D (untere Kreislinie).

Wir parametrisieren D; durch
¥1 - [0,7'('] - RQ: Spl(t) = (COSt,Sth)7
und betrachten die Funktion
h:[0,7] — R, h(t) = f(pi(t)).
Da o1 und f stetig, ist h stetig, und es gilt h(0) = f(1,0) =1 > 0 sowie h(7) = f(—1,0) = =1 < 0.
Nach dem Nullstellensatz gibt es also ein t; €]0, [ mit h(t1) = f(¢1(t1)) = 0. Der Punkt ¢; :=
1(t1) mit f(c1) = 0 liegt wegen t; €]0, [ auf D1\ Ds.

Wir parametrisieren nun Do durch

P2 [077[-] — R27 901(15) = (COS(—t),SiH(—t)),



und betrachten die Funktion
h: [0771—} — R? h<t) = f((,Dg(t))

Da ¢y und f stetig, ist h stetig, und es gilt A(0) = f(1,0) = 1 > 0 sowie h(7) = f(—1,0) = -1 < 0.
Nach dem Nullstellensatz gibt es also ein to €]0,7[ mit h(t2) = f(p2(t2)) = 0. Der Punkt
co := a(te) mit f(c2) = 0 liegt wegen to €]0, 7[ auf Dy\D;.

Also hat f auf 0D (mindestens) zwei Nullstellen.

Bemerkung: Etwas kiirzer geht es mit Satz 10.9 bzw. (10.9) der Vorlesung Diff II (vom SS 19):
Es ist D; zusammenhéngend und die Einschrinkung f; := f|p, von f auf D; stetig (weil f stetig)
mit f1(1,0) = f(1,0) > 0 und f1(—1,0) = f(—1,0) < 0. Also gibt es nach (10.9) ein ¢; € Dy mit

filer) = fer) = 0.
Weil f(1,0) # 0 und f(—1,0) # 0, ist ¢; € D1\ Da.

Es ist Dy zusammenhéngend und die Einschrinkung fo := f|p, von f auf Dy stetig (weil f stetig)
mit f2(1,0) = f(1,0) > 0 und fo(—1,0) = f(—1,0) < 0. Also gibt es nach (10.9) ein ¢z € D2 mit

falea) = fle2) = 0.
Weil f(1,0) # 0 und f(—1,0) # 0, ist co € Do\ Ds.
Also hat f auf 9D (mindestens) zwei Nullstellen.

a) Skizze von D:

—1 0 Dy 1 v

b) D ist beschrinkt und abgeschlossen, also kompakt, und f ist stetig, also nimmt f nach dem
Satz von Weierstra} f (auf D) Maximum und Minimum an.

Wir suchen nun in D und D5 die Kandidaten fiir globale Extremstellen von f, und vergleichen
anschliefend die Funktionswerte der Kandidaten in einer Wertetabelle.

e zu f auf Dy:
Wir parametrisieren die untere Seite Dy durch

20 [_1? 1] — R27 ‘P(t) = (ta 0)
Die Funktionswerte von f auf D; sind dann gegeben durch

h(t) = f(p(t) = F(£,0) =t- (0+1) =¢, te[-1,1].



Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von h auf [-1,1] sind also ¢ = -1, 1.
—> Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von f auf D; sind also

(z,y) = (=1,0) , (1,0).
N—— ~——
e(-1) »(1)

e zu f auf Do:
Wir parametrisieren den Halbkreisbogen Dy durch

@ :[0,71] — R%  (t) = (cost,sint).
Die Funktionswerte von f auf Ds sind dann gegeben durch
h(t) := f(¢(t)) = f(cost,sint) = cost - (sint+ 1) = cost -sint + cost, t € [0,n].
h ist differenzierbar mit

cos? t:lfsin2 t

W (t) = —sin®t + cos® t — sint —2sin®t + 1 —sint = —2u? —u + 1,

mit u := sint. Es ist

1+vI+8 143 1
2 —u+1=0 < Uyjp = i = = up=-1, up = —-.
4 4 2
Damit ist
1 telon
W) =0 —  sint=-1 Vsint=- 2 =" =300v¢=""" =150
—— 2 6

nicht méglich fiir t€[0,7]

Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von A sind also ¢ =0, ¢, ‘%’T, .
—> Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von f auf Dy sind also

1 1 1 1
(l‘,y) = (170) ) (5\/575) ) (_5\/575) ) (_170)
S~—~— N , N , N——
»(0) () 5m o(m)
6 80(?)

e Wir vergleichen f(z,y) fiir die Kandidaten:
Mit Hilfe der Wertetabelle

r.9) | (10| BVBD | 1B D [ (10|
faw| 1| 3v3 | 33 |
e R

erkennt man, daf (—1+/3, 3) die einzige (globale) Minimalstelle von f [mit Wert —21/3 ~
—1.3], und (3+/3, 3) die einzige (globale) Maximalstelle von f [mit Wert 31/3 ~ 1.3] ist.

4. Wir zerlegen, wie im Beipiel aus der Vorlesung, D in Kurven
X, ={(z,y) eD|z+y=c}, ¢>0,

bestimmen das Maximum von f auf X, und bilden dann das Supremum (Maximum) der Kurven-
maxima.




Sei nun ¢ > 0. Wir parametrisieren X, fiir ¢ > 0 durch
©0:[0,c] — R%  o(t) = (t,c—1).
Die Funktionswerte von f auf X, sind dann gegeben durch
h(t) := f(o(t) = f(tic—t) = e - (te—t)+t+c—t+1)=e - (=t +tctct+1), tel0,d.
h ist differenzierbar mit
W) =e - (—2+c)=0 < t= g

Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von h auf [0, ] sind also t =0,
— Die einzigen Kandidaten fiir Extremstellen von f auf X, sind also

=03 (55 o

c
bR C.

»(0) w(%) w(c)
Aus der folgenden Tabelle
@y | ©0 3 | «o
flzyy) || e C(c+1) e‘%% +c+1)|e(c+1)

erkennt man, daf f auf X, (nur) im Punkt (§, §) den Maximalwert e‘%% + ¢+ 1) annimmt.
Wir betrachten nun also die Funktion

2

M : 0,00 — R, M(c):e_c<cz+c+1).

Diese Funktion beschreibt das Maximum von f auf X.; fiir ¢ = 0 ist Xo = {(0,0)} und M(0) =
f(0,0).

M ist differenzierbar und wegen

2

1
M'(c) = _6_.;(% teo+ 1) + e_c<§c + 1)
N G i
=e 1 ¢ 1+2+1 =e 173 <0 fire>0

streng monoton fallend, nimmt also (nur) in ¢ = 0 den Maximalwert M (0) = 1 an. Damit nimmt
f auf D (nur) im Punkt (0,0) den Maximalwert f(0,0) =1 an, f hat also ein globales Maximum
(was nicht selbstversténdlich ist, da D nicht kompakt ist), angenommen im Punkt (0,0).

f hat jedoch kein globales Minimum, denn es ist

fla,y)=e @ (zy+ar+y+1)>0 fir alle (z,y) € D

>0 >1

und es gilt (wir schauen uns die Funktionswerte auf der x-Achse fiir x — oo an:)

' L Y T A b B, L
xlg]gof(f”vm—xlg&e (ac—i—l)—xh_{glo e’ IH :ch—{go em_O'

Die folgende Skizze zeigt den Graphen der Funktion f:






